
  ۲۲ معادلات ديفرانسيل

  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول
)فرم كلي يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول به صورت  )F x , y , y 0′   .هايي خاص قابل حل است باشد، كه در وضعيت  مي=

  .كنيم برخي مواردي كه ممكن است به عنوان يك تست مورد سؤال قرار گيرد را مرور مي

  پذير ئيمعادلات ديفرانسيل مرتبه اول جدا) ۱
)هرگاه بتوانيم يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول را در قالب  ) ( )A x dx B y dy=پذير گفته و با   بنويسيم، معادله را از نوع جدايي

  .آيد دست مي گيري از طرفين اين رابطه جواب عمومي به انتگرال
)در معادلات ديفرانسيلي به فرم  :توجه )y f ax by c′ = + )جانشيني  با + )u x ax by c= + uدهد   كه نتيجه مي+ a by′ ′= ، به +

)پذير براي تابع  يك معادله جدايي )u xخواهيم رسيد .  

 : جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال
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  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول با توابع همگن) ۲
  : يادآوري

)دانيم تابع  كه مي طوري همان )f x , y را همگن از درجه αگويند هرگاه   مي( ) ( )f x , y f x , yαλ λ = λ   
)در معادله ديفرانسيل  ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+  همگن بادرجه همگني يكسان باشند، معادله را از يع توابQ و P هرگاه توابع  =

)نوع مرتبه اول با توابع همگن گفته و با جانشيني  )y x u x=دهد   كه نتيجه مي( ) ( )y u x x u x′ ′= پذير  عادله جدايي، به يك م+
)براي تابع  )u xخواهيم رسيد .  



  ۲۳  معادلات ديفرانسيل

axل يدر معادلات ديفرانس :توجه by cy
mx ny k

+ +′ =
+ +

mx اگر دو خط  ny k 0+ + ax و = by c 0+ +  موازي باشند با تغيير تابع =

( )u x a x b y c= + )شود و اگر دو خط مذكور همديگر را در نقطه  پذير تبديل مي ييجداه نوع ب معادله + )0 0x , y قطع كنند با 

0yهاي  جانشيني Y y= 0x و + X x=  .شود  معادله به فرم توابع همگن تبديل مي+

 .جواب عمومي معادله ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  ( )2 22 x y dx x y dy 0+ + =  

    : حل
2 22 x y+ و x y 2 هر دو همگن از درجهα   : هستند لذا با فرض=

  ( )y x u x y u x u′ ′= → = +  

)و نوشتن معادله اصلي به صورت  )2 2 dy2 x y xy 0
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  معادلات ديفرانسيل كامل) ۳

)معادله ديفرانسيل  ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+ Pگويند هرگاه   را كامل مي= Q
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واب عمومي در چنين شرايطي ج.  باشد

)معادله به صورت  )u x , y c= خواهد بود كه تابع u را بايد از حل دستگاه 
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  .دست آورد  به

1جواب عمومي معادله ديفرانسيل   : مثال 2 x 3yy
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 دهد؟ ياي از مقاطع مخروطي را نشان م  چه خانواده

  ها سهمي) ۲    ها دايره) ۱
  ها هذلولي) ۴    ها بيضي) ۳

  :داريم  : حل
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  ۲۴ معادلات ديفرانسيل

  :شود ملاحظه مي
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  .پس معادله از نوع كامل است
   :نويسيم  ميuبراي يافتن 
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  :ب عمومي چنين استدر نهايت جوا

  ( ) 2 2u x , y k x 3x y x 2 y k= → + − + =  
  : زيرايك خانواده هذلولي استكه 

  A 1 , B 3 , C 2= = =  
  2B 4A C 9 8 0∆ = − = − >  

 ساز عامل انتگرال

)اگر معادله ديفرانسيل  ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+ ) كامل نباشد، ممكن است بتوانيم تابعي مانند = )x , yµاي بيابيم كه  گونه  به
Pبا ضرب آن در معادله فوق، حاصل يك معادله كامل باشد يعني  dx Q dy 0µ + µ طلبد كه  اين مي. ( كامل باشد=

( ) ( )P Q
y x

∂ µ ∂ µ
=
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  . باشد

)در اين شرايط  )x , yµباشد اين تابع يكتا نمي(گوئيم  نسيل مورد نظر ميساز معادله ديفرا  را يك عامل انتگرال.(  
  :هاي زير مفيد باشد ساز ممكن است يكي از بحث براي يافتن عامل انتگرال

شود، در اين وضعيت كافي است فرم كلي اين ساختار مشترك را  هاي پيشنهادي يك ساختار مشترك ديده مي  گاهي در گزينه)الف

  . را معلوم كنيمµيل مورد نظر، شرط كامل شدن معادله حاصله را نوشته و تكليف سعادله ديفراندر نظر گرفته و با ضرب آن در م
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) آنگاه  ) ( )h y dyy e − ∫µ =  

)ساز، براي معادله ديفرانسيل  نتگراليك عامل ا  : مثال )6ydx xLny y dy 0+ +   . پيدا كنيد=

  : حل
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  :توان گفت پس مي
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